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A set E of real numbers is a normal set if there exists a sequence (&J of real 
numbers such that the sequence (xh,) is uniformly distributed (mod 1) if and 
only if x E E. The main object of the article is to study the union of normal sets. 
In some very specific cases, we show that the union of normal sets is a normal 
set. 
1. INTRODUCTION 
On rappelle qu’un ensemble E de nombres reels est un ensemble normal 
s’il existe une suite infinie de nombres Gels (1 = (h,) telle que 
E = {x E R j x/l tquirkpartie (mod l)}. 
Un tel ensemble vkrifie les conditions nkcessaires suivantes: 
(0 0 4 E 
(ii) Vq E Z*, qE C E 
(iii) E est Borel-mesurable 
(iv) E est soit de mesure nulle, soit de mesure infinie. 
Si ces conditions ttaient suffisantes (ce qui ne me semble pas raisonnable) 
alors on aurait les consCquences suivantes: 
(A) Une intersection dtnombrable d’ensembles normaux est un 
ensemble normal. 
(B) Une r&union dknombrable d’ensembles normaux est un ensemble 
normal. 
En fait, la proposition A a ttC dtmontrte partiellement par 
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J. F. Colombeau [l], puis par F. Dress [2]. La proposition 3 fait l’objet de 
l’ttude presente: les rtsultats sont malheureusement tres restreints. Nous 
demontrons entre autres, les resultats suivants: 
I. Si aI , a2 ,..., (Y, ,... sont des nombres r&eels non nuls tels yue 
alors US a,Z* est un ensemble normal. 
II. Si T est I’ensemble des nombres transcendants re’els, alors 
T u Z * est un ensemble normal. 
(On sait que T et Z* sont tous deux des ensembles normaux [6], [7]). 
Remargue. La condition (I) impode a la suite 01~ , LYE ,..., m, ,... ne 
semble pas essentielle, mais je ne peux m’en passer dans les demonstra- 
tions. Si l’ensemble us a,Z* Btait normal pour toute suite (as) de nombres 
non nuls, on obtiendrait par voie de consequence une caracterisation des 
ensembles normaux denombrables, generalisant ainsi les rtsultats dans [3]. 
En particulier Q* = us=r (l/s) Z* serait un ensemble normal. Pour 
l’instant, nous ne savons pas si Q* est normal ou non. 
2. DEUX LEMMES SUR LES PRODUITS INFINIS 
LEMME 1. Soit (c,J une suite de nombres rt!els non nuls. On dkjnit la 
fonction m : R -+ R par 
m 
m(x) = n 1 cos nxck I. 
k=O 
Alors l’ensemble des z&os m-‘(O) est ou bien l’ensemble 
i, -A- (z + ;) 
k=O ‘k 
ou bien de mesure pleine. 
Preuve: 10 Cas. La sCrie C cka est convergente. 
Alors le produit intini m(x) ne peut s’annuler que si l’un des facteurs 
est nul. Dans ces conditions, il est clair que 
m-l(O) = fi L(Z +$. 
k-0 ck 
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20 Cas. La strie C ck2 est divergente. 
Si la suite (c,) est non bornCe, alors la suite (xc,) est dense (mod 1) pour 
presque tous les X. Par suite, pour presque tous les X, on a 1 cos rrxck 1 < l/2 
pour une infinitk de k, et m(x) = 0. 
Si la suite (ck) est bornke, il y a au moins un point d’accumulation y. 
Si y f 0, tout x 4 I/y Z est z&o de la fonction m. Done mes (Vm-l(O)) = 0. 
Si y q = 0, alors m-l(O) = R*. 
Nous avons ainsi dCmontr6 le lemme. On voit de plus que m-‘(O) n’est 
de mesure pleine que si la sCrie C ck2 est divergente. 
LEMME 2. Soit B l’ensemble 
Alors trois cas sont possibles et trois seulement: 
(i) oubienB= 0, 
(ii) ou bien il existe des nombres r&eels non nuls 0~~ , oL2 )... tels que 
B = US ol,Z* avec CS l/as2 < co, 
(iii) ou bien B est de mesure pleine. 
Preuve. Si C ck2 = + co, m-l(O) est de mesure pleine done B est de 
mesure pleine. Supposons maintenant que la sCrie C ck2 soit convergente. 
On a done, d’aprh le Lemme 1: 
Soit / l’ensemble des indices k tels qu’il existe un entier t = t(k) > 1 pour 
lequel 2-kk ne soit pas un tlCment de la suite c = (c,). Alors B peut 
s’krire sous la forme 
Si J = N, on a B = 0. Si non, il existe des nombres r6els 0~~ , 0~~ ,... 
non nuls tels que 
{ck 1 k $ J} = {2-%,l / u = 0, 1, 2 ,...; s = 1,2 ,... }. 
La condition C ck2 < co implique clairement que 
348 MENDES FRANCE 
11 est non moins clair que B s’ecrit alors sous la forme 
(J cx,z*. 
3. LA FONCTION “SOMME DES CHLFFRES" 
Appelons e,(n) la (p + lym”” decimale binaire de l’entier non negatif n: 
en d’autres termes, 
n = f e,(n) 2p oh e,(n)=Ooul. 
p=0 
On dira qu’une suite de reels /1 = (h,) est une “suite en scie” s’il existe 
une suite de reels c = (c,) telle que 
A, = 5 e,(n) c, . 
9=0 
Le nombre h, represente done une somme (pond&e) des chiffres de 
l’entier n. De telles suites rl = (&J ont deja ttC considerees, notamment 
dans [4-61. Un ensemble normal engendre par une suite en scie sera 
appele un bon ensemble normal. A l’heure actuelle, on ne sait pas s’il 
existe des ensembles normaux qui ne sont pas de bons ensembles normaux. 
Dans [8], il est plus ou moins fait mention de l’identitt suivante (facile 
a montrer): 
2*-l n-1 
F. (exp 2irhk) x k = co [l + (exp 2hcJ x2k] 
oti h, est donne par la formule (2). Choisissant x = 1, divisant les deux 
membres par 2” et laissant n augmenter indefiniment, on obtient l’egalite: 
cos 7rCk I. 
Par ailleurs dans [S], j’ai montre I’intgalitt 
lnn+Fp t 
I 
nfl exp 2hhk 1 < ff IcoSaCk]. 
k=O k=O 
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Ces deux resultats conjointement Ctablissent la formule fondamentale 
cos rick 1. (3) 
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le theoreme suivant: 
TH~OR~?ME. Soit c = (ck) une suite injinie de nombres r&e&. Soit 
m(x) = nz=‘=, 1 cos nxck I. L’ensemble B = fifl (l/q) m-l(o) est un bon 
ensemble normal et rkciproquement, tout bon ensemble normal est de cette 
f orme. 
Preuve. Le critere d’tquirepartition (mod 1) de Weyl associe a 
l’tgalite (3) demontre le theoreme. 
COROLLAIRE 1. Sila s&ie 
(1) 
converge, alors I’ensemble US a,Z* est un ensemble normal. 
Demonstration tvidente d’apres le Lemme 2. 
COROLLAIRE 2. Soient 01~ , 01~ ,..., 0~~ ,... des nombres Gels qui vt%jient 
la condition prPcPdente et j3, , f12 ,..., /It ,... des nombres r&eels quelconques. 
Alors I’ensemble 
est normal. 
(Ce resultat contient le fait que T v Z* soit normal). 
DI~MONSTRATION. 11 suffit de montrer que si /I est reel, alors l’ensemble 
(R - BQ) ” Wf, 4*) est un ensemble normal. Par intersection 
denombrable, on obtient alors en effet le r&hat &once. 
Si /? = 0, il n’y a rien a montrer car R* est un ensemble normal (par 
rapport a la base A, = ~4 par exemple). Si /? # 0, on peut choisir 
p = 1 saris perte de gentralitt (car si B est un ensemble normal, il en est 
de m&me de /lB). Done finalement il s’agit de montrer que l’ensemble 
A = (R - Q) u (u a,Z*) 
est un ensemble normal, les nombres 01~ &ant tous rationnels. 
350 MENDES FRANCE 
Soit e = (1, l,..., l,...) et soit c = (c,) une suite dont les termes sont 
exactement ceux de 
{,;12”+’ I p = 0, 1, 2 ,...; s = 1, 2 )... 1. 
Soit u une suite dont les termes sont constitues de ceux de e et ceux de c. 
(a contient done une infinite de 1). 
Soit enfin (l(o) = (h,(u)) oh 
u4 = i 44 u?J . 
p=0 
On verifie saris peine que B@(u)) = A. C.Q.F.D. 
4. PROBLBMES OUVERTS 
Cette etude est motivte par les trois questions suivantes auxquelles nous 
ne savons pas repondre: 
1. Une reunion finie ou denombrable d’ensembles normaux est-il 
un ensemble normal? 
2. Existe-t-i1 des ensembles normaux qui ne soient pas de bons 
ensembles normaux? 
3. L’ensemble Q* est-il un ensemble normal? 
Ces questions ne sont pas indtpendantes. En effet, d’apres le theoreme 
dCmontrC ici, Q* n’est pas un bon ensemble normal. Done une reponse 
negative a la question 2 implique que Q* n’est pas un ensemble normal. 
11 existe alors une famille d’ensembles normaux dont la reunion n’est pas 
un ensemble normal, a savoir Ull (I/s) Z*. Ainsi une reponse negative 
a la question 2 impose une reponse negative aux questions 1 et 3. 
Addit$ G. Rauzy a recemment donne une caracterisation des ensembles 
normaux. Cela lui permet de repondre aux trois questions pastes. Une 
reunion denombrable d’ensembles normaux n’est pas necessairement 
normal. 11 existe des ensembles normaux qui ne sont pas de bons ensembles 
normaux. Enfin Q* est un ensemble normal. 
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